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5. Einfache dreidimensionale
Schallfelder

5.1. Das Geschwindigkeitspotential

Bevor an einigen Beispielen einfache dreidimensionale Losungen der Wellengleichung
diskutiert werden, soll ein rein formales Hilfsmittel — das Geschwindigkeitspotential
— vorgestellt werden. Das Geschwindigkeitspotential vereinfacht die Losung der Glei-
chungen nicht grundlegend, es erlaubt jedoch eine sehr elegante Darstellung.

Die gesamten Uberlegungen basieren auf der Wellengleichung fiir den Schalldruck
1 32])/
2L _Ap =0 5.1.1
Z 5 P (5.1.1)

Weiterhin wird auch die linearisierte Euler-Gleichung

=/

PO +gradp’ =0 (5.1.2)

benotigt. Wendet man den rot-Operator auf die Gleichung (5.1.2) an, ergibt sich

=/
po rot (a;t ) +rotgrad p’ =0 (5.1.3)
———

Die Rotation von einem Gradientenfeld ist immer gleich Null. Damit verschwindet der
zweite Term. Durch Vertauschen der Ableitungen im ersten Term folgt

0
—(rot ') =0 5.1.4
Die bedeutet, die Grofie rot v/ ist an jedem Ort zeitlich konstant. Geht man von einem
Ausgangszustand v’ = 0 im gesamten Raum aus, und “schaltet” dann die Stérungen

ein, so bleibt
rot o’ =0 (5.1.5)

iiberall erhalten. Mathematisch kann gezeigt werden, daf3 ein rotationsfreies Vektorfeld
immer als Gradientenfeld eines Potentials dargestellt werden kann. Es gibt also ein ¢,
so daf3

7’ = grad ¢ (5.1.6)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

gilt. Bisher sind die Uberlegungen analog zu denen, die auch zur Potentialtheorie in der
Stromungsmechanik angestellt werden. Spielen Reibungseffekte keine Rolle, kann im
Stromungsfeld rot ¥ = 0 angenommen werden. Anschaulich kann man sich dies anhand
eines Fluidelementes klarmachen, an dem nur Druckkréfte angreifen. Die Druckkrifte
sind nicht in der Lage das Fluidelement in Drehung zu versetzen. Dazu ist Reibung
und Schubspannung notwendig. Ohne Reibung bleibt ein rotationsfreies Stréomungs-
feld immer rotationsfrei. In der Euler-Gleichung ist die Reibung vernachléssigt. Daher
lassen sich daraus die obigen Beziehungen ableiten. Dabei spielt es keine Rolle, dafi die
Euler-Gleichung linearisiert wurde. Das Potential kann auch in diesem Fall eingefiihrt
werden.

Das Geschwindigkeitspotential zu einem vorgegebenen Schnellefeld ¢/ (Z, t) ist nicht
eindeutig. Es ist lediglich seine Existenz gegeben. Angenommen es sei ein Potential ¢y
mit

grad ¢ (Z,t) = v'(Z,t) (5.1.7)

bekannt. Damit kann man sich leicht ein weiteres Potential
D2 (Z,t) = o1 (Z,t) + h(t) (5.1.8)

ableiten, das ebenfalls
grad ¢o(Z,t) = T/ (Z, 1) (5.1.9)

erfiillt. Die Funktion h(t) kann eine beliebige Funktion der Zeit sein. Damit wird klar,
daB es fiir jedes Schnellefeld eine unendliche Vielzahl von méoglichen Potentialen gibt.

Es lassen sich jedoch spezielle Potentiale mit besonderen Eigenschaften finden, die
fiir die Losung akustischer Probleme eine elegante Darstellung erméglichen. Es wird
angenommen, das Schnellefeld ¥’(Z,t) gehort zu einer Losung p'(Z,t) der Wellenglei-
chung (5.1.1), und zusammen erfiillen sie die linearisierte Euler-Gleichung (5.1.2). ¢
sei ein Potential, das Gleichung (5.1.7) geniigt. Dann kann man (5.1.7) in (5.1.2) ein-
setzen und erhélt

d
po 5, (grad 1) + grad p’ = 0 (5.1.10)

Vertauscht man die Ableitungen ergibt sich

grad (po% +p'> =0 (5.1.11)

Das bedeutet, der Ausdruck in den runden Klammern ist rdumlich konstant. Er ist
eine reine Funktion der Zeit, die mit

9 /
po% T = K1) (5.1.12)

dargestellt werden kann. Es 1483t sich nun ein spezielles Potential ¢, finden, fiir das die
Konstante immer gleich Null ist. Dazu konstruiert man

ba(T,t) = P1(Z,t) + ha(t) (5.1.13)
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5.1. Das Geschwindigkeitspotential

mit der speziellen Wahl einer Funktion h; (), die
dhy 1

— =——Ki(t 5.1.14
=K (51.14)
erfiillt. Die Funktion hq(¢) und damit auch ¢, ist bis auf eine Konstante bestimmt. Es
gilt
0da opr dhy
= po—— TR 1.1
pogy TP = pog TP 0o (5.1.15)
—_——— ——
K1 (t) — K- (t)
Und damit folgt
s |, _
+9 =0 (5.1.16)

Po ot

Der Vorteil dieses speziellen Potentials ist, dafl beide in dem Schallfeld interessanten
Groflen — Schnelle und Druck — mit den Beziehungen

7' = grad ¢, (5.1.17)
und 06
= 2 1.1
P PO~y (5.1.18)

aus dem Potential relativ einfach berechnet werden kénnen. Ein Potential mit den
Eigenschaften (5.1.17) und (5.1.18) wird akustisches Potential genannt. Im folgenden
wird statt ¢, nur noch ¢ geschrieben. Es wird immer davon ausgegangen, dafl ein
Potential ¢ beide Bedingungen (5.1.17) und (5.1.18) erfiillt.

Es zeigt sich, dafl das Schallfeld besonders elegant durch das akustische Poten-
tial ausgedriickt werden kann. Es stellt sich die Frage, wie das akustische Potenti-
al ¢ praktisch berechnet werden kann. Die bisherigen Uberlegungen zeigten lediglich
die Existenz ausgehend von einem gegebenen ¢;. In der Potentialtheorie, die aus der
Stromungslehre bekannt ist, wird analog zu (5.1.17) die Strémungsgeschwindigkeit als
Gradient eines Potentials dargestellt. Im inkompressiblen Fall ergibt sich dann aus
der Kontinuitétsgleichung als Bestimmungsgleichung fiir das Geschwindigkeitspotenti-
al die Laplace-Gleichung. Entsprechend wird hier, um eine Bestimmungsgleichung fiir
das akustische Potential zu erhalten, (5.1.18) in die Wellengleichung (5.1.1) eingesetzt.
Soll das akustische Potential ¢ eine Losung der Wellengleichung beschreiben, muf§ es

1 02 d¢ 99
erfiillen. Durch Vertauschen der Ableitungen folgt daraus
01 0%

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist zeitlich konstant. Fiir einem Ausgangszu-
stand mit ¥/ = 0 und p’ = 0 miissen die rdumlichen und zeitlichen Ableitungen von
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Stationire Akustisches Feld/
Potentialstromung Akustisches Potential
Geschwindigkeit v = grad ¢ v’ = grad ¢
(Schnelle)
P2 0¢
Druck =po— |V = —pg—
p=po— 57l p'=—pog,
(Druck aus Bernoulli) (Schalldruck direkt)
. . _ 1 0%
Bestimmungsgleichung | A¢ =0 ——— —Ap=0
c2 ot?
(Laplace-Gleichung) (Wellengleichung)

Tabelle 5.1.: Gegeniiberstellung der Potentiale fiir stationére Strémung und akustische
Felder

¢ verschwinden. Das heifit, die eckige Klammer ist im Ausgangszustand iiberall gleich
Null. Werden dann die Stérungen “eingeschaltet”, so bleibt der Wert iiberall gleich
Null. Es mufl daher auch fiir ¢ die Wellengleichung

1 0¢?
2 90 Ap=0 (5.1.21)
gelten. Zweckméifigerweise wird noch ¢ = 0 im Ausgangszustand mit v’ = 0 und
p’ = 0 festgelegt. Dadurch ist ¢ dann mit der Wellengleichung eindeutig bestimmbar.
Satt der Wellengleichung fiir den Druck kann Gleichung (5.1.21) gelst werden, und der
Druck dann anschliefend mit (5.1.18) berechnet werden. Auf diesem Wege kann auch
gleich die Schnelle mit (5.1.17) angegeben werden, ohne erst wieder die linearisierte
Euler-Gleichung zum Umrechnen zwischen Druck und Schnelle zu bemiihen.

Das akustische Potential ist ein formales Hilfsmittel, um die Losung der Wellen-
gleichung auf elegante Weise zu ermitteln und darzustellen. Es soll hier mit dem Ge-
schwindigkeitspotential, das aus der Potentialtheorie der Strémungsmechanik bekannt
ist, verglichen werden. Dabei wird von einer stationdren Potentialstromung ausge-
gangen. Die Tabelle 5.1 gibt einen Uberblick iiber die wesentlichen Merkmale. Beide,
das Geschwindigkeits- und das Schnellefeld, sind als Gradient des Potentials gegeben.
Der Druck kann im Fall des akustischen Potentials direkt aus ¢ berechnet werden. In
der stationéren Potentialstromung mufl man die Bernoulli-Gleichung zu Hilfe nehmen,
um den Druck zu bestimmen. Die Bestimmungsgleichung fiir ¢ ist in einem Fall die
Laplace-Gleichung und im anderen Fall die Wellengleichung.
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

5.2. Das Schallfeld einer atmenden Kugel

Gegeben sei eine sogenannte atmende Kugel, deren Mittelpunkt sich im Koordina-
tenursprung befindet. Der Radius der Kugel schwankt sinusférmig um den mittleren
Wert a. Die komplexe Amplitude der Auslenkung wird mit & bezeichnet. Fiir den
momentanen Radius Ry (t) soll

Ri(t) =a+ee™! (5.2.1)

gelten. Die Parameter sind in Abbildung 5.1 veranschaulicht. Das gegebene Problem

Re{e et}

Abbildung 5.1.: Atmende Kugel

wird zweckméBigerweise in Kugelkoordinaten (r, 8, ) dargestellt. Mit r = |Z| wird
der Abstand von Ursprung bezeichnet, und die Gréflen 8 und G sind Winkel. Die
Orientierung der Koordinaten wird in Anhang A.2 beschrieben. In der Wellengleichung
tritt der Laplace-Operator auf. Dieser lautet in den Kugelkoordinaten

10 (,0 1 9. @ 1 o
A=laor ( 5) t 7o 96 (5“19 %) T rante 07 (52.2)

Da das Problem kugelsymmetrisch ist, gibt es keine Abhéngigkeit von den Winkeln 6
und g. Fiir die Ableitungen gilt entsprechend

0 0

Dadurch vereinfacht sich der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, und die Wellen-
gleichung fiir das akustische Potential wird bei Kugelsymmetrie zu

L& _ A L&¢ 19 (7«2 8¢> =0 (5.2.4)

2 o2 T2 o2 2 or or

or
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Die Ableitungen im zweiten Term auf der linken Seite konnen ausgefiithrt werden. Es

ergibt sich ) 5
; <r2 a¢> =200 0,00 L0 g (5.2.5)

or or or? ar o2
Setzt man dies in (5.2.4) ein und multipliziert mit r, folgt
1 0? 02
292 {ro}— 92 {ro}=0 (5.2.6)

Dabei wurde die Variable r im ersten Term mit in die Zeitableitung hineingezogen.
Gleichung (5.2.6) hat die Form einer eindimensionalen Wellengleichung. Die Variable
dieser Wellengleichung ist das Produkt {r ¢}. Das heifit, {r ¢} erfiillt die Wellenglei-
chung (5.2.6), falls ¢ die radiale Wellengleichung (5.2.4) erfiillt. Fiir den eindimensio-
nalen Fall sind die Losungen bekannt. Die allgemeine Losung fiir (5.2.6) lautet

{ro} = flr—ct)+ g(r + ct) (5.2.7)

Dabei sind f und ¢ beliebige Funktionen. Daraus kann die Losung fiir (5.2.4) einfach
abgeleitet werden. Division durch r liefert

f(r—ct) n g(r +ct)

¢(T7 t) =

(5.2.8)

Losungen dieser Form werden als Kugelwellen bezeichnet. Der erste Term auf der
rechten Seite beschreibt eine nach auflen in positive r-Richtung laufende Welle. Der
zweite Term stellt eine nach innen in negative r-Richtung laufende Welle dar. Im
Unterschied zu der ebenen Welle nehmen hier die Amplituden nach auflen hin mit
1/r ab. Ein nach auen laufender Puls behiilt seine Form, denn diese ist durch die
Funktion f festgelegt. Jedoch nimmt die Stérke des Pulses mit zunehmendem Abstand
vom Ursprung ab. Umgekehrt wird ein nach innen laufender Puls immer stirker. Am
Ursprung bei r = 0 tritt eine Singularitéit auf. Dort ist weder die Losung (5.2.8)
noch die Wellengleichung (5.2.4) giiltig. Die Losungen sind trotzdem verwendbar, da
die Singularitéit bei der betrachteten Geometrie im Inneren der Kugel liegt und so
praktisch keine Bedeutung hat.

Druck- und Schnellefeld

Bisher wurde die kugelsymmetrische Losung fiir das akustische Potential abgeleitet.
Die Randbedingung an der Oberfliche der atmenden Kugel ist eine Bedingung an das
Schnellefeld. In der Praxis ist besonders der Schalldruck von Interesse. Folglich soll
das Druck- und Schnellefeld zu der gefundenen Lésung bestimmt werden. Dabei wird
jedoch nicht von der allgemeinen Losung (5.2.8) ausgegangen, sondern die spezielle

Form
eiw(t—r/c)
¢(r, t) =A f (5.2.9)

betrachtet. Da die Kugel harmonisch pulsiert, ist es sinnvoll, auch von einer harmo-
nischen Losung mit der gleichen Frequenz fiir das Schallfeld auszugehen. Zusétzlich
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

wird angenommen, dafl von auflen keine Wellen eintreffen. Alle Wellen werden von der
Kugel erzeugt und laufen nach auflen. Nach innen laufende Wellen sind entsprechend
in (5.2.9) nicht beriicksichtigt.

Der Druck ergibt sich aus dem akustischen Potential durch die Beziehung

¢
'(r,t) = —po— 5.2.10
p (r7 ) pO at ( )
Einsetzen von (5.2.9) ergibt
oA
p'(rt) = OO giw(t-r/e) (5.2.11)

r

Die komplexen Ausdriicke fiir Druck und akustischen Potential unterscheidet sich nur
durch den Faktor —iwpg. Fiir weitere Umformungen bietet sich die Schreibweise mit
komplexer Amplitude an. Das Druckfeld kann in der Form

p'(r t) = p(r) " (5.2.12)
geschrieben werden. Die komplexen Amplitude p hdngt vom Abstand r ab und ist mit

_prO efzwr/c _ _Z(-’JPO eflkr (5213)

r r

p(r) =

gegeben. Dabei ist die Wellenzahl k£ = w/c eingesetzt worden.
Das Schnellefeld kann mit der Beziehung

7' = grad¢ (5.2.14)

aus dem akustischen Potential bestimmt werden. Bei der Darstellung in Kugelkoordi-
naten ist es zweckméfig die radiale Schnelle

uy, =0 z (5.2.15)
r
einzufithren. Dabei ist
g — i (5.2.16)
ro |z o

der nach auflen zeigende Einheitsvektor an der Stelle Z. Fiir den Gradienten des Po-
tentials gilt

Z 00
S 2.1
grad ¢ =3 (5.2.17)
Fiir die radiale Schnelle folgt
o¢
=L 2.1
= (5:218)

Damit kann die Schnelle fiir das in (5.2.9) gegebene Potential berechnet werden. Es
ergibt sich

ug(r,t) = A <—— — —) eiw(t=r/c) (5.2.19)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Es wird — wie fiir den Druck — auch fiir die Schnelle eine komplexe Amplitude ein-
gefithrt. Das Schnellefeld wird mit

uy (r,t) = g (r) €™ (5.2.20)

dargestellt. Die komplexe Amplitude der Schnelle ist durch
j 1 , i 1\ A _,
g (r) = A (“" - > etk = <“" - ) — e kT (5.2.21)
c r)or

gegeben. Um einen Zusammenhang zwischen den komplexen Amplituden zu erhalten,
wird die Gleichung (5.2.21) durch (5.2.13) dividiert. Es ergibt sich

ﬁf‘(r) _ 1 (1 - 5) (5.2.22)

() poc wr

Vergleicht man dies Resultat mit den Verhiltnissen in der ebenen Welle, so erkennt
man deutliche Unterschiede. In einer eindimensionalen ebenen Welle gilt

p = poc/ (5.2.23)

Diese Beziehung ist unabhingig von der Form der Welle. Sie gilt fiir harmonische
Wellen aber auch fiir einzelne Pulse. Gleichung (5.2.22) ist dagegen eine Beziehung
zwischen den komplexen Amplituden, die nur im harmonischen Fall gilt. Das Verhéltnis
zwischen Druck und Schnelle in der Kugelwelle héngt von der Frequenz w ab. In der
ebenen Welle ist der Wellenwiderstand reell. Das bedeutet, Druck und Schnelle sind
immer in Phase. Das Verhiltnis in der Kugelwelle ist durch einen komplexen Faktor
in (5.2.22) gegeben. Es kann sich damit auch eine Phasenverschiebung ergeben.
Ublicherweise wird zur einfacheren Darstellung die radiale Impedanz Z, eingefiihrt.
Fiir sie gilt
p = Zg Uy (5.2.24)

Damit muf3

. —1
Zn = poc (1 - E) (5.2.25)
wr

sein. Um die Abhéngigkeit der radialen Impedanz vom Abstand und der Frequenz
zu untersuchen, wird der Ausdruck in (5.2.25) umgeformt. Durch Erweitern mit dem
konjugiert komplexen der runden Klammer ergibt sich

1+i-5
wT
2
1+(£)
wr

Jetzt ist der Nenner reell und Real- und Imaginérteil von Z; kénnen angegeben werden.
In (5.2.26) tritt der Faktor

Zx = poc (5.2.26)

O (5.2.27)
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

auf. Er bestimmt die radiale Impedanz. Es ergibt sich der Grenzfall

Zn — poc fir — =0 (5.2.28)
wr

Das bedeutet, es gilt ndherungsweise
Zy = poc falls 7> A (5.2.29)

Diese Erkenntnis ist fiir die Praxis von groflem Nutzen. Sie besagt, dal die Verhélt-
nisse in Kugelwellen denen in ebenen Wellen entsprechen, wenn man sich — relativ zur
Wellenlénge — weit entfernt von Ursprung befindet. Dort ist die akustische Impedanz
gleich dem Wellenwiderstand in der ebenen Welle, und Druck und Schnelle sind in
Phase.
Vollsténdigkeithalber wird hier auch noch der andere Grenzfall betrachtet. Es ergibt
sich
Zx—0 fir r—0 (5.2.30)

Dies verdeutlicht, da die Singularitit im Schnellefeld (1/r?) stirker als die im Druck-
feld ist. Rein formal kénnte man auch den Ursprung als schallweich ansehen.

Randbedingung

Nachdem die kugelsymmetrische Losung der Wellengleichung eingehend untersucht
wurde, soll schliellich noch die Losung an die zu Beginn vorgegebene Randbedingung
angepafit werden. Die Oberfliiche der Kugel bewegt sich nach (5.2.1) mit der Geschwin-
digkeit

OR ;
us(t) = —=(t) = iwe ™" (5.2.31)
ot
in radialer Richtung. Die Geschwindigkeit kann in der Form
us(t) = i ™" (5.2.32)
mit der komplexen Amplitude
Us = lwe (5.2.33)

geschrieben werden. Die atmende Kugel stellt eine Randbedingung an das Schnelle-
feld. Exakterweise miiite die radiale Schnelle u, am momentanen Kugelradius Ry (t)
der Geschwindigkeit der Oberfliche ug entsprechen. Analog zur Anregung von ebe-
nen Wellen durch einen bewegten Kolben wird auch hier die vereinfachte Version der
Randbedingung — wie in Abschnitt 3.1 vorgestellt — angewendet. Die Geschwindigkeit
der Oberflache wird nicht am momentanen Radius sondern am mittleren Radius ange-
nommen. Das bedeutet, an der Stelle = a soll die Geschwindigkeit ), des Mediums
mit der Oberflichengeschwindigkeit ug iibereinstimmen:

ug(a,t) = us(t) (5.2.34)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Diese vereinfachte Randbedingung ist eine gute Approximation, falls die Auslenkung
klein gegeniiber der Wellenldnge ist. Es gilt

ul (a,t) = g (a) e™? (5.2.35)
Damit muf fiir die komplexe Amplitude bei r = a die Beziehung
tr(a) = ls = iwe (5.2.36)

erfiillt sein. Mit (5.2.21) folgt daraus
; 1\ A _;
(—Zﬂ - —) Z ek — e (5.2.37)

Dies kann nach der unbekannten Grofie A aufgelost werden. Man erhélt

iwea etke cac etke

A= 2 - ‘ (5.2.38)

Der Betrag der Grofie A legt die Stérke des Schallfeldes fest. Es ergibt sich wie erwartet
ein linearer Zusammenhang zwischen der Auslenkung der Kugeloberfliche ¢ und der
Stiirke | A|. Die Abhingigkeit der Stirke vom Kugelradius a ist komplizierter. Der e?*@-
Term ist nur fiir die Phase wichtig. Der Faktor ¢/(wa) = \/(27a) spielt dagegen eine
entscheidende Rolle fiir die Starke. Fiir eine relativ grofle Kugel im Sinne von a > A
ist der Imaginérteil des Nenners in (5.2.38) vernachléssigbar. Die Stérke &ndert sich
dann nahezu linear mit dem Radius. Bei einer relativ kleinen Kugel (a < ) ist die
Situation anders. In diesem Fall ist der Imaginérteil im Nenner dominant, und die
Stirke A ist nidherungsweise proportional zu a?. Eine kleine atmende Kugel strahlt
anscheinend relativ ineffizient Schall ab.

Beispielaufgabe

Die bisherigen Erkenntnisse iiber Druck und Schnelle in den Kugelwellen sollen jetzt
auf ein konkretes Beispiel mit einer atmenden Kugel angewendet werden. Die atmende
Kugel kann als ein perfekter Kugellautsprecher angesehen werden. Es sei ein solcher
Kugellautsprecher mit einem Radius von a = 0.25 m gegeben. Mit diesem Lautsprecher
soll in 30m Entfernung vom Mittelpunkt ein Schalldruckpegel von 110dB bei den
Frequenzen 10kHz, 1kHz und 50 Hz erzeugt werden. Beantwortet werden sollen die
beiden Fragen:

a) Wie gro mufl die maximale Auslenkung |e| der Kugeloberfliche sein, um die
geforderte Lautstéirke zu erreichen?

b) Wie grof ist die Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle an der Kugel-
oberfliche bei den drei Frequenzen?
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

Zuerst wird der Pegel in einen Effektivwert umgerechnet. Es ergibt sich
L,=110dB < prms=6.32Pa (5.2.39)

Bei einer harmonischen Schwingung ist die maximale Auslenkung immer um den Fak-
tor v/2 grofer als der Effektivwert. Damit kann der Betrag der komplexen Amplitude
in 30 m Entfernung berechnet werden. Es gilt

|p(30m)| = V2 6.32Pa = 8.93Pa (5.2.40)

Im folgenden werden nur die Betrdge der Gréfien betrachtet. Dies reicht vollig aus, um
die Frage a) zu beantworten.

Es wird von einem Druckfeld mit einer komplexen Amplitude nach (5.2.13) ausge-
gangen. Zweckméfligerweise wird

B .
p(r) = - e ikr (5.2.41)

geschrieben, wobei die komplexe Konstante

B = —iwppA (5.2.42)
eingefithrt wurde. Es gilt
1B
=— 2.4
Il =~ (5.2.43)
Daraus ergibt sich
|B| =30m - 8.93Pa = 268.13Pa - m (5.2.44)

Damit kann der Betrag der Schalldruckamplitude an der Kugel berechnet werden. Es
folgt

B
5(0.25m)| = 0.|25|m =1072.52Pa (5.2.45)

Dieser Wert entspricht einem Pegel von etwa 155 dB und soll durch das Pulsieren der
Kugel erzeugt werden.
Aus (5.2.36) folgt fir die Schnelleamplitude

tr(a)| = wlel (5.2.46)

Bildet man den Betrag auf beiden Seiten von Gleichung (5.2.22) folgt

1 c\?,,
G
pocC wr
Damit kann schliellich die Auslenkung der Oberfliche in Abhéngigkeit der Druckam-
plitude an der Oberfliche ausgedriickt werden. Es ergibt sich

(5.2.47)

Ug

g (a 11 2
o= @l 1L fy e
w w poc wa

pla)l (5.2.48)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

w c c \?2
2| s [y
f=o | S ()| @) e
10 kHz | 0.0216 1.00023 2.62 m/s 4.18-107% m
1 kHz | 0.2164 1.023 2.689 m/s | 4.28- 107* m
50 Hz 4.329 4.44 11.679 m/s 0.037 m

Tabelle 5.2.: Ergebnisse fiir die atmende Kugel bei verschiedenen Frequenzen

Um |e| zu berechnen, ist nur der Betrag der Druckamplitude erforderlich. Die Tabelle
5.2 fait das Ergebnis fiir die drei Frequenzen zusammen. In allen Fillen bleibt die
maximale Auslenkung klein gegeniiber der Wellenlédnge, so dafl die Anwendung der
Randbedingung (5.2.36) nachtriiglich gerechtfertigt wird.

Um die Frage b) zu beantworten, werden die komplexen Amplituden von Druck
und Schnelle betrachtet. Das Verhéltnis zwischen den Amplituden ist durch die radiale
Impedanz Zy nach (5.2.25) gegeben. In bestimmten Féllen ist es zweckméafiger statt der
Impedanz deren Kehrwert zu betrachtet. Der Kehrwert wird als Admittanz bezeichnet.

Dieser Begriff ist nicht ganz so gebrauchlich wie die Impedanz. Jedoch bietet es sich
in unserem Fall an, die radiale Admittanz mit

1 1 c
Yoz o= — [1 - '—} 5.2.49
A PocC Zwr ( )
einzufiihren. Es gilt dann
T (5.2.50)

Der komplexe Faktor Yy bestimmt den Phasenwinkel zwischen iy und p. Ist Yy reell,
so sind Druck und Schnelle in Phase. Dies ist ndherungsweise gegeben, wenn

c A
—=—x1 5.2.51
wr  27r < ( )
erfiillt ist. Es gilt dann
1
Yy — (5.2.52)
poc

Der Realteil von Yy ist unabhéngig von Frequenz und Abstand. Der Imaginérteil geht
gegen —oo fiir steigendes ¢/(wr). Die Situation ist in der Abbildung 5.2 veranschaulicht.
Formal kann die komplexe Admittanz mit Betrag und Phase als

Vi = |V e (5.2.53)

dargestellt werden. Der Winkel 1 liegt zwischen 0 und 90 Grad. Entsprechend hat nach
(5.2.50) der Druck einen Phasenvorsprung vor der Schelle. Man sagt, der Druck eilt
der Schnelle voraus. Fiir die Phasenverschiebung gilt

fan 9 = — (5.2.54)
wr
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Jmt
poc
| » Re
9
_1 ]
poC  wr

Abbildung 5.2.: Verlauf der radialen Admittanz Yy bei Variation der Frequenz (gestri-
chelte Kurve)

Damit kann der Winkel mit .
¥ = arctan (—) (5.2.55)

wr
berechnet werden. Fiir die drei gegebenen Frequenzen f ergeben sich an der Kugelo-
berfliche bei r = 0.25m die Werte in der Tabelle 5.3. Bei 10 kHz ist die Wellenlénge

fol 9
10 kHz | 1.23°
1kHz | 12.21°
50 Hz | 76.99°

Tabelle 5.3.: Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle fiir die betrachteten
Frequenzen

wesentlich kleiner als der Kugelradius. Das Verhéltnis zwischen Druck und Schnelle
an der Kugeloberfliche entspricht ndherungsweise der Situation in einer ebenen Welle,
in der Druck und Schelle in Phase sind (¢ = 0). Bei 1kHz ist die Wellenlénge in der
Groflenordnung des Kugelradius und eine merkliche Abweichung von der ebenen Wel-
le festzustellen. Bei 50 Hz liegt bereits eine erhebliche Phasenverschiebung zwischen
Druck und Schnelle vor. Die Situation ist vollig anders als in einer ebenen Welle.

5.3. Kausalitat und Sommerfeld’s Ausstrahlbedingung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde nur die nach auflen laufende harmonische Ku-
gelwelle betrachtet. Jedoch ist neben (5.2.9) auch mit dem Ansatz

A s/
¢ =—ewttr/o (5.3.1)

r

eine Losung gegeben, die bei entsprechender Wahl von A die Randbedingung an der
Kugeloberflache erfiillt. Die Losung (5.3.1) stellt eine Kugelwellen dar, die aus dem
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Unendlichen kommend auf die Kugeloberfliche zulduft und dort eine Schnellebewe-
gung entsprechend der Auslenkung der Kugeloberfliche bewirkt. Formal ist dies eine
Losung des Randwertproblems. Die ankommenden Wellen existieren schon unendlich
lange. In den Wellen ist daher schon vorher die Information enthalten, wie sich die
Kugeloberfliche zu einem bestimmten Zeitpunkt bewegt.

Es ist denkbar, dafl das Atmen der Kugel mit einem Schalter ein- und ausgeschaltet
werden kann. Die ankommenden Wellen miifiten dann vorher “wissen”, wann die Ku-
gel eingeschaltet wird. Das ist natiirlich in der Praxis nicht moglich, und daher ist die
nach innen laufende Kugelwelle nach (5.3.1) keine physikalische sinnvolle Losung des
Randwertproblems. Man sagt sie verletzt das Kausalitdtsprinzip. Wiirde man das Pro-
blem nicht analytisch l6sen, sondern die Losung einschlielich des Einschaltvorganges
numerisch simulieren, so wiirde sich selbstversténdlich nur die physikalisch sinnvolle
Losung — namlich die nach auflen laufende Kugelwelle — ergeben.

Anscheinend erhilt man die unphysikalischen Losungen nur dadurch, dal man sich
auf harmonische Losungen beschrinkt hat und die Einschwingvorgédnge aufler acht
1a8t. Die Problematik soll im folgenden verdeutlicht werden. Die Wellengleichung fiir
das akustische Potential lautet

1 0%

Beschrankt man sich auf harmonische Lésungen, so kann ein Ansatz der Form
= pet (5.3.3)

verwendet werden. Dabei ist ¢(#) die komplexe Amplitude des Potentials. Setzt man
(5.3.3) in (5.3.2) ein ergibt sich

w2

2 pet — Ape™t =0 (5.34)
Daraus folgt eine Bestimmungsgleichung fiir die komplexe Amplitude
Ap+Ekp=0 (5.3.5)

Diese Gleichung wird in der Literatur auch als Helmholtz-Gleichung bezeichnet.

Sucht man rein formal die Losungen von (5.3.5) und leitet daraus Losungen von
(5.3.2) ab, so werden eventuell auch unphysikalische Lésungen gefunden, die das Kau-
salitdtsprinzip verletzen. Man koénnte das Problem umgehen, indem man immer die
Einschwingvorginge mit beriicksichtigt und (5.3.2) 16st. In der Praxis sind jedoch oft
nur die eingeschwungenen harmonischen Lésungen von Interesse. Losungen von (5.3.5)
sind auch meist wesentlich einfacher zu ermitteln, als Losungen, die den kompletten
Einschaltvorgang mit beinhalten. Es ist daher sinnvoll ein Kriterium zu formulieren,
daf} die unphysikalischen von den sinnvollen Losungen unterscheidet.

In dem bisher betrachteten einfachen kugelsymmetrischen Beispiel, war die Si-
tuation anschaulich klar. Jedoch koénnen bei komplizierteren Randbedingungen die
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5.3. Kausalitdt und Sommerfeld’s Ausstrahlbedingung

Losungen komplexer und unanschaulicher werden. Von Sommerfeld wurde daher die
sogenannte Ausstrahlbedingung vorgeschlagen. Nur Losungen, die

. 0¢ 2o\
TEII;OT{E—I—CE}—O (5.3.6)

erfiillen, sind physikalisch sinnvoll. Die Bedingung gilt natiirlich nur fiir die Abstrah-
lung von Wellen im offenen Raum. Zum Beispiel ist fiir die Betrachtung im Inneren
einer atmenden Kugel natiirlich auch die nach innen laufende Welle im Losungsansatz
mit zu beriicksichtigen. Weiterhin ist anzumerken, dafl die Bedingung in der Form
(5.3.6) nur fiir den dreidimensionalen Fall gilt. Sie kann prinzipiell auf Lésungen in
beliebig-dimensionalen Rdumen erweitert werden. Dies wird hier jedoch nicht betrach-
tet.
Im folgenden soll gezeigt werden, dafl eine nach auflen laufende Kugelwelle mit

flr—ct)

¢(r,t) = . (5.3.7)
auch tatsichlich die Ausstrahlbedingung (5.3.6) erfiillt. Dabei ist f(£) eine beliebige
Funktion, die die Form der Welle festlegt. Das Argument hangt mit & = r — ¢t vom

Ort und Zeit ab. Es gilt fiir die Zeitableitung
dp 1df 9§  cdf

T (5.3.8)
Wegen 9¢/0r = 1 folgt fiir die rdumliche Ableitung

0 1 1d

9 _ _1 df (5.3.9)

or — r2 +;d§

Setzt man die beiden Ableitungen von ¢ in Gleichung (5.3.6) ein, so heben sich die
Terme mit den Ableitungen df/d¢ heraus. Aus (5.3.8) und (5.3.9) ergibt sich

0 0
r{a—fﬁ-ca—f}:r{—%}:—é (5.3.10)

Dieser Ausdruck verschwindet fiir » — oo. Damit wird die Ausstrahlbedingung (5.3.6)
tatséichlich von Losung (5.3.7) erfiillt. Entsprechend kann gezeigt werden, dafl der
Ansatz (5.3.1) die Ausstrahlbedingung nicht erfiillt.

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer in (5.3.6) wiirde fiir eine kiinstliche
Welle verschwinden, die ohne mit 1/r abzufallen sich wie eine ebene Welle in positive
r-Richtung bewegt. Eine solche Welle hétte die Form

¢ = h(r —ct) (5.3.11)

wobei h eine beliebige Funktion wére. Der Ansatz (5.3.11) lost natiirlich nicht die
Wellengleichung. Entsprechend weichen die Kugelwellen von der kiinstlichen Welle ab,
jedoch werden die Verhiltnisse in den Kugelwellen mit steigendem Abstand immer
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

dhnlicher zu dieser. Der Faktor 1/r dndert sich fiir grofie r immer langsamer, wenn r
weiter ansteigt. Zusétzlich reduziert sich mit wachsendem r die Kriimmung der Wel-
lenfronten. Entsprechend verhilt sich die Losung (5.3.7) immer mehr wie eine ebene
Welle. In Gleichung (5.3.10) wird sozusagen in der geschweiften Klammer die Abwei-
chung zum ebenen Fall berechnet. Die Abweichung fillt mit 2 nach aufien ab.

5.4. Energie und Intensitdt

In Abschnitt 3.2 wurde die akustische Energie in eindimensionalen Wellen eingefiihrt.
Die gesamten Uberlegungen aus diesem Abschnitt lassen sich auch auf den dreidimen-
sionalen Fall tibertragen. Fiir die kinetische akustische Energie pro Volumen ergibt
sich 1
L2
Ckin = 5 P00 (5.4.1)
Im Unterschied zum eindimensionalen Fall tritt hier das Quadrat des Geschwindig-
keitsvektors 7/> = |7/|2 auf. Das heifit, statt der skalaren Geschwindigkeit wird der
Betrag der Geschwindigkeit eingesetzt. Die potentielle akustische Energie pro Volumen
wird weiterhin mit )
1c¢2 o 19
e = - — = —
POt =5 " 2 poc?
angenommen. Dies entspricht exakt der eindimensionalen Welle. Dagegen ist die aku-
stische Intensitét jetzt eine vektorielle Grofie, die mit

(5.4.2)

Ln=p ¢ (5.4.3)

definiert ist. Der Vektor fa ist ein Energiefluidichtevektor. Fiir die akustische Energie
gilt auch im dreidimensionalen eine Erhaltungsgleichung. Diese lautet

0 oo
g (exin + €pot) + divIa =0 (5.4.4)
oder in ausfiihrlicher Schreibweise
0 1 1 p/2 . A
e <§pov + 3 o0 2 +div (p'0") =0 (5.4.5)

Die Giiltigkeit der Energieerhaltungsgleichung kann gezeigt werden, indem die Schelle
und der Druck durch das akustischen Potential ausgedriickt wird. Setzt man

7’ = grad ¢ (5.4.6)
und 96
! = —py — 4.
p Po ot (5.4.7)

in (5.4.5) ein, so kann die Gleichung nach

06 [ 1 0% B
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5.4. Energie und Intensitét

umgeformt werden. Die Zwischenschritte dieser Umformung sind im Anhang B.2 ge-
geben. In der geschweiften Klammer in (5.4.8) steht der Wellengleichungsterm fiir
das Potential. Entsprechen p’ und ¢/ einer giiltigen Losung, so erfiillt auch das dazu-
gehorige akustische Potential die Wellengleichung, und der Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer ist gleich Null. Damit ist (5.4.8) erfiillt und die Richtigkeit von (5.4.4)
beziehungsweise (5.4.5) gezeigt.

Intensitdt in der Kugelwelle

Bisher wurde allgemein der Energieerhaltungssatz im dreidimensionalen Fall behan-
delt, und die Definition der akustischen Intensitéit erweitert. Im folgenden sollen die
Erkenntnisse auf die Kugelwellen angewendet werden. ZweckméfBigerweise definiert
man die radiale Intensitdt mit

Iy=1I,- % (5.4.9)
Dabei ist . .
Z z

- 5.4.10

der nach auflen zeigende Einheitsvektor am Ort Z. Es ergibt sich fiir die radiale Inten-
sitét .
/] =/ €T /!

In =p'v =P Uy (5.4.11)

Als Beispiel soll die Intensitét fiir den in Abschnitt 5.2 vorgestellten Fall der atmenden

Kugel berechnet werden. Das Schalldurckfeld und die Schnelle kénnen in der komplexen
Schreibweise mit

P (r,t) = p(r)e™? (5.4.12)

und
ul (r,t) = g (r) ™ (5.4.13)

dargestellt werden. Bei den Gleichungen (5.4.12) und (5.4.13) ist implizit die Real-
teilbildung auf der rechten Seite enthalten, obwohl sie nicht hingeschrieben wird. Dies
ist beim Einsetzen von in (5.4.11) unbedingt zu beachten. Vor der Multiplikation der
komplexen Ausdriicke miissen die Realteile gebildet werden. Fiir die radiale Intensitét
folgt

I = Re{pe™'} - Re{iy ™'} (5.4.14)

Nach (5.2.13) ist in der Kugelwelle die komplexe Druckamplitude p nur vom Ab-
stand r abhéngig. Es kann

B )
pr) = — e~ tkr (5.4.15)

geschrieben werden. Dabei ist B eine komplexe Konstante, die Stédrke und Phase des
Druckfeldes festlegt. Schreibt man

B = |B|e"” (5.4.16)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

so ist durch |B| die Stérke und durch o die Phase bestimmt. Um die Berechnung der
Intensitéit zu vereinfachen, wird die komplexe Druckamplitude in der Form

Bl . ) B ;
= | | et 671kr _ | | e~ (5417)
r r

dargestellt. Dabei wurde zusétzlich die Abkiirzung
Yv=kr—o (5.4.18)

eingefithrt. Fiir dem Schalldruck ergibt sich
/ ~ jwt ‘B‘ i(wt—1))
P =Re{pe™’} :9%{76 } (5.4.19)
Der reelle Faktor kann aus der Realteilbildung herausgezogen werden. Man erhilt
B ,
P = % Re{e!W—)} (5.4.20)

Schliefllich kann die Realteilbildung ausgefiihrt werden. Fiir die Expotentialfunktion
gilt die allgemeine Beziehung

e = cosa + i sina (5.4.21)

Es folgt damit
B
p = 1B] cos(wt — 1) (5.4.22)
r

Diese einfache Form ergibt sich nur, weil in (5.4.17) der Faktor e*° geschickt abgespal-
ten wurde.

Im néchsten Schritt muf ein reeller Ausdruck fiir u), gefunden werden. Dazu wird
die komplexe Amplitude der Schnelle betrachtet. Verwendet man die radiale Admittanz
Y nach (5.2.49), so ergibt sich

B )
lig = Yap = Yx 1Bl v (5.4.23)
r
Fiir die radiale Schnelle folgt
| rels citl — 1Bl iwt—wyy _ 1Bl i(wt—1)
up, = Re{dy ™'} = Re{ Y, —e b= . Re{Y e } (5.4.24)

Es mufl der Realteil von dem Ausdruck
Yy et = [%{YR} +i3m{YR}} : [cos(wt — ) +isin(wt — zz;)} (5.4.25)

bestimmt werden. Multipliziert man die rechte Seite aus, dann ergeben sich zwei reelle
und zwei komplexe Summanden. Fiir den Realteil sind nur die Reellen wichtig. Es folgt

Re{Vy, @)} = Re{Vy} cos(wt — ¢) — Tm{Yy} sin(wt — ) (5.4.26)
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5.4. Energie und Intensitét

und damit
! |B] [‘}{e{YR} cos(wt — 1) — Im{Yy} sin(wt — w)} (5.4.27)

R r

Mit (5.4.22) und (5.4.27) sind die beiden Schwankungsgréfien durch rein reelle Aus-
driicke gegeben. Fiir die radiale Intensitét ergibt sich durch Multiplikation

Io=p'u, = 5] [i)‘ie{YR} cos? (wt — ) — Jm{Yy} cos(wt — ) sin(wt — ’(/J)i| (5.4.28)

R TZ

In der eckigen Klammer tritt das Produkt von Sinus und Cosinus eines Arguments
auf. Dies kann mit Hilfe der allgemeinen Beziehung

sin(a) cos(ar) = % sin(2 «) (5.4.29)

in einen einfachen Sinus-Ausdruck umgewandelt werden. Fiir die radiale Admittanz
gilt

1
Vo= — {1 —i i] (5.4.30)
PoC wr
Daraus folgt fiir den Realteil
1
Re{Yr} = — 5.4.31
e{Yn} 2oC ( )
und den Imaginérteil
1
Jm{Yr} =— 5.4.32
m{Yy.} P ( )

Setzt man diese beiden Teile in (5.4.28) ein, erhilt man unter Beriicksichtigung von
(5.4.29) die Beziehung

|BJ?
r2pgc

|BI?

273 pow

I, = cos?(wt — ) + sin(2wt — 29)) (5.4.33)
Formal setzt sich die radiale Intensitét aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Term ist
immer positiv. Der zweite Summand wechselt das Vorzeichen mit der Zeit. Er oszilliert
mit der doppelten Frequenz der Lésung.

In der Praxis ist oft nur die zeitlich gemittelte Intensitidt von Bedeutung. Bildet
man den Mittelwert, so liefert der zweite Summand in (5.4.33) keinen Beitrag. Der

Mittelwert des cos?-Terms ist 1/2. Es ergibt sich

|BJ”
2r2poc

(I) = (5.4.34)
Der zeitliche Mittelwert beschreibt die effektiv abgestrahlte Leistung. Der zweite Sum-
mand in (5.4.33) beschreibt die sogenannte Blindleistung. Thr Momentanwert kann die
mittlere Leistung weit iibersteigen. Die Amplitude des zweiten Terms kann als Produkt

B2 |BJ? (L)Z<IR> (i) (5.4.35)

2r3pow  2r2poc \wr wr
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

a) Phasendifferenz 9 = 0

Abbildung 5.3.: Zur Veranschaulichung der Intensitét bei Phasenverschiebung
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

geschrieben werden. Das Verhéltnis zwischen der Amplitude der Blindleistung pro
Fliache und der mittleren Intensitit ist durch den Faktor

c A

prlw (5.4.36)
gegeben. Dieser Faktor tritt schon im Ausdruck (5.4.30) fiir die radiale Admittanz
auf. Er legt das Verhiltnis zwischen Real- und Imaginérteil und damit gemif (5.2.54)
auch die Phasenverschiebung ¢ zwischen Druck und radialer Schnelle fest. Wie die
Phasenverschiebung sich auf den Intensitétsverlauf auswirkt, ist in Abbildung 5.3 an
drei Fillen veranschaulicht. Im Fall a) ist Druck und Schnelle in Phase. Dies entspricht
dem Grenzfall » — co. Entsprechend ist der Faktor in (5.4.36) und damit auch die
Blindleistung gleich Null. Die Intensitét ist immer positiv. Sie oszilliert mit der dop-
pelten Frequenz. Je dichter man sich am Ursprung befindet, umso grofler wird die
Phasenverschiebung. Im Fall b) ist gerade eine Verschiebung von 45° dargestellt. Dies
entspricht einem Abstand, fiir den ¢/(wr) = 1 gilt. Die Intensitit wird zeitweise ne-
gativ. Schliellich ist im Fall ¢) die Situation bei einer Verschiebung von 90° gezeigt.
Dies entspricht dem Grenzfall » — 0. Dann wird der Faktor in (5.4.36) unendlich
grofl. Entsprechend ist die mittlere Intensitéit gleich Null. Es ergibt sich eine reine
Blindleistung.

Der Faktor in (5.4.36) ist klein, falls

> A (5.4.37)

gilt. Wenn man sich relativ zur Wellenlénge weit entfernt vom Zentrum der Kugelwelle
befindet, dann ist die Blindleistung verschwindend gering gegeniiber der effektiven
Wirkleistung. Dagegen iiberwiegt die Blindleistung an Stellen, wo A > 2zr gilt. In
der nach auflen laufenden Kugelwelle tritt dort periodisch eine starke negative radiale
Intensitdt auf. Die akustische Energie “pendelt” sozusagen im Schallfeld hin und her.

Der Bereich, in dem die Bedingung (5.4.37) gilt, wird Fernfeld genannt. Entspre-
chend befindet man sich im Nahfeld, wenn (5.4.37) nicht erfiillt ist. Im Fernfeld ist die
Situation mit der in der ebenen Welle vergleichbar.

5.5. Schalifeld einer vibrierenden Kugel

Im Abschnitt 5.2 wurde das Schallfeld einer atmenden Kugel behandelt. Im folgenden
wird der etwas kompliziertere Fall der vibrierenden Kugel vorgestellt. Mit dem Aus-
druck “vibrierende Kugel” ist eine periodisch hin- und herbewegte Kugel gemeint. Das
Problem ist nun nicht mehr kugelsymmetrisch, wie im Fall der atmenden Kugel.
Betrachtet wird eine starre Kugel mit undurchléssiger Oberfliche. Ihr Radius wird
mit a bezeichnet. Die Kugel schwingt in x1-Richtung hin und her. Die Bewegung ist
harmonisch, d.h. sinusférmig. Der Mittelpunkt der Kugel bewegt sich auf der x1-Achse.
Die mittlere Position des Kugelmittelpunktes befindet sich im Ursprung bei & = 0 be-
ziehungsweise 7 = 0. Die Bewegung ist in der Abbildung 5.4 veranschaulicht. Es ist ein
Schnitt durch die Kugel dargestellt. Die Kugel in der mittleren Position ist gestrichelt
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

T2

Abbildung 5.4.: Schematische Darstellung der vibrierenden Kugel mit Bewegung in
z1-Richtung

eingezeichnet. Die Schnittebene ist die x1,x2-Ebene. Das Problem ist rotationssym-
metrisch im Bezug auf die z1-Achse. Das heif}t, das gleiche Bild wiirde sich auch in
der z1,x3-Ebene ergeben. Die Geschwindigkeit der Kugel wird mit w} bezeichnet. Der
Strich deutet an, dafl es sich um eine kleine Geschwindigkeit im akustischen Sinne han-
deln soll. Das heif}t, die Geschwindigkeit soll klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit
sein. Fiir die harmonische Bewegung gilt

ul () = G ™ (5.5.1)

Dabei ist iy eine komplexe Konstante, die Stédrke und Phase der Bewegung festlegt.

Fiir die Randbedingung an das Schnellefeld sind mehrere Punkte zu beachten. Es
darf kein Durchstrémen der Kugeloberfliche geben, da die Kugel undurchléssig ist.
Eine Bewegung des Fluids tangential zur Oberfliche ist jedoch erlaubt, weil keine
Haftbedingung erfiillt werden muf. Es wird analog zu Abschnitt 3.1 eine vereinfachte
Randbedingung verwendet. Die Schnelle wird nicht an der aktuellen Position der Ku-
geloberflidche vorgegeben, sondern an der mittleren Position bei r = a. Diese Ndherung
ist erlaubt, wenn die Auslenkung der Kugel klein gegeniiber der Wellenléinge ist. Dies
ist gleichbedeutend mit der Bedingung |u | < c.

Um eine formale Beschreibung der Randbedingung zu erhalten, wird ein kleines Ele-
ment der Kugeloberfliche betrachtet. Da die Kugel starr ist, wird durch die Bewegung
der Kugel mit v, in x;-Richtung auch das Element mit der gleichen Geschwindigkeit
bewegt. Die Komponente der Oberflichenbewegung in radialer Richtung mufl mit der
radialen Schnelle u], an dieser Stelle iibereinstimmen. Andernfalls wiirde das Ober-
flichenelement durchstromt werden. Das Verhéltnis von u) und uj, an der Oberfliche
héngt von der Position ab. Die Situation ist in Abbildung 5.5 veranschaulicht.

Im Gegensatz zum Fall der atmenden Kugel ist jetzt die radiale Schnelle auch von
dem Winkel 6 abhéngig:

uy, = up(r,0,t) (5.5.2)

Es bietet sich weiterhin die Darstellung in Kugelkoordinaten an. Aus Abbildung 5.5
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

Abbildung 5.5.: Zur Berechnung der radialen Geschwindigkeit an der Kugeloberfliche

ergibt sich fiir die radiale Schnelle an der Oberfliche der Zusammenhang

ul(a,0,t) = cos O ul (t) (5.5.3)
Mit dem harmonischen Ansatz (5.5.1) folgt

ul (a,0,t) = Gy cosfe™? (5.5.4)

Diese Beziehung stellt die Randbedingung an das Schnellefeld dar. Es stellt sich die
Frage welche Losung der Wellengleichung eine solche Randbedingung erfiillt. Dazu sind
einige Punkte zu bemerken:

e Es werden nur harmonische Losungen betrachtet, da die Randbedingung auch
harmonisch ist. Fiir die exakte Randbedingung, bei der die Schnelle an der ak-
tuellen Position vorgegeben wird, wiirde sich jedoch keine harmonische Losung
finden lassen. Dies wurde schon in Abschnitt 3.1 fiir den Kolben diskutiert. Bei
der Vorgabe der Schnelle an der mittleren Position liefert eine harmonische Rand-
bedingung auch harmonische Lésungen.

e Die Losung soll die Ausstrahlbedingung von Sommerfeld erfiillen. Aus dem Un-
endlichen kommende Wellen, die “zufiillig” die Randbedingung an der Kugelo-
berflache erfiillen, werden nicht beriicksichtigt.

Zur Darstellung der Losung wird der Formalismus mit dem akustischen Potential ver-
wendet. Die Losung lautet

w(t—r/c)
cZ)Acosé);n{er} (5.5.5)
Fiihrt man die Differentiation aus ergibt sich
1 iw(t—r/c)
¢ =—A cosb (— +1 E) S (5.5.6)
r c r
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Weiter unten wird gezeigt, dafl das diesem Potential entsprechende Schnellefeld
tatséchlich die Randbedingung (5.5.4) erfiillt. Zuvor soll iiberpriift werden, ob (5.5.6)
auch eine Losung der Wellengleichung ist. Dazu wird zunéchst ein allgemeines Prinzip
vorgestellt.

Neue Losungen der Wellengleichung durch Differenzieren

Ist ¢ eine Losung der Wellengleichung, die

1 62
= 5 by —Ap, =0 (5.5.7)
erfiillt, so ist auch
0.
= 5 (5.5.8)

eine Losung der Wellengleichung. Dies 148t sich leicht nachweisen, wenn man die Wel-
lengleichung (5.5.7) nach x; differenziert. Es ergibt sich

0 1 092 1 0% (0o, 0oy
Owléaﬁmm4&aﬁ{wJA{mJ (5:5.9)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer entspricht gerade ¢. So folgt direkt

1 92

0="2a¢

¢ —Ag (5.5.10)
Das bedeutet, das Potential ¢ nach (5.5.8) erfiillt ebenfalls die Wellengleichung. Das
Gleiche gilt iibrigens fiir alle Ableitungen der Lésung ¢, sowohl nach einer Raumrich-
tung x; als auch nach der Zeit ¢. Es ergibt sich eine allgemeine Regel:

Durch Differenzieren nach x; oder ¢ ergibt sich aus einer Losung der Wellen-
gleichung immer eine neue Losung.

So lassen sich aus einer bekannten Losung beliebig viele neue Losungen herleiten.

Auch die Losung (5.5.6) lafit sich durch differenzieren aus einer Ausgangslosung
¢, gewinnen. Und zwar wurde die entsprechende Loésung bereits im Abschnitt 5.2
behandelt. Das akustische Potential nach (5.2.9) beschreibt eine nach aufen laufende
harmonische Kugelwelle. Sie 16st die Wellengleichung und erfiillt die Randbedingung
an der Oberfliche einer atmenden Kugel. Diese Kugelwelle wird im weiteren mit

eiw(tfr/c)

als Ausgangslosung eingesetzt. Dieses Feld ist kugelsymmetrisch:

b = bu(r,1) (5.5.12)
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Fiir die Ableitung nach x; folgt

09 _ 0. Or
0, ~ Or o (5.5.13)

Dies wiirde deutlich komplizierter werden, wenn ¢, auch noch von 6 abhéngen wiirde.
Der Abstand r ist mit

r= (a2 +ad+a)? (5.5.14)
gegeben. Fiir die Ableitung von r ergibt sich
or T
—=— 5.5.15
0x1 r ( )
Die Koordinate z; kann durch Kugelkoordinaten ausgedriickt werden. Es gilt
x1 =1 cosf (5.5.16)
Damit 148t sich die Ableitung auch als
0
T~ cosh (5.5.17)
T
darstellen. Setzt man (5.5.11) und (5.5.17) in (5.5.13) ein, folgt
a(b* o eiw(t—r/c)
= = 0 —_— A _— . .].
0] B, cos = { " (5.5.18)

Jetzt braucht man nur noch die Konstante A vorziehen, und man erhilt die angegebene
Losung (5.5.5). Das bedeutet die Losung fiir die hin- und herbewegte Kugel ergibt sich
aus der Losung fiir die atmende Kugel durch Differenzieren in der Bewegungsrichtung.

Das Schnellefeld

Bisher wurde gezeigt, dafl die Losung (5.5.5) beziehungsweise (5.5.6) die Wellenglei-
chung erfiillt. Im folgenden mufl noch iiberpriift werden, ob die angegebene Losung
tatséichlich auch der Randbedingung fiir die harmonisch hin- und herbewegte Kugel
entspricht. Die Randbedingung ist eine Bedingung an das Schnellefeld. Die Schnelle
wird aus dem Potential ¢ durch

v = grad ¢ (5.5.19)

bestimmt. In dem vorliegenden Fall ist nur die radiale Schnelle von Bedeutung, denn
nur sie kommt in den Randbedingung vor. Fiir die radiale Schnelle ergibt sich

Z  0¢
=grad¢ — = — 5.5.20
Diese Beziehung gilt allgemein fiir die Darstellung in Kugelkoordinaten und wurde
auch schon bei der Betrachtung der atmenden Kugel verwendet. Dort ergab sich durch
die Kugelsymmetrie eine von der Richtung unabhéngige Schnelle. Hier erhélt man jetzt

I =
Uy = U

R R
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aus (5.5.6) durch Differenzieren nach r eine vom Winkel § abhéingige radiale Schnelle
mit

cr2 2

2 2 2 ,
ul(r,0,t) = A cosf (3 Y R w> ewt=r/e) (5.5.21)
r r

Die Randbedingung wird an der mittleren Position der Oberfliche bei r = a vorgege-
ben. Es mufl nun der komplexe Faktor A so gewéhlt werden, damit die durch (5.5.21)
gegebene radiale Schnelle bei r = a tatséchlich die Gleichung (5.5.4) erfiillt. Setzt man
r =a in (5.5.21) ein und vergleicht das Ergebnis mit (5.5.4), folgt

2 2 2 ) .
A cos <a3 +1 % - ;a) ewt=a/9) — i cosfe? (5.5.22)
Division durch die Faktoren cosf und e*? liefert
2 2w w? ika -

Schliellich kann nach A aufgelost werden. Es folgt

,&K CL3 eika

A= — (ﬂ) - (ﬂ)Q (5.5.24)

c c
Damit ist gezeigt, dafl bei entsprechender Wahl von A die Randbedingung wirklich
erfiillt wird. Das Ergebnis zeigt auch, wie die Stérke des Schallfeldes von dem Radius

der Kugel a abhiingt. Die Stéirke ist durch |A| bestimmt. Durch den komplexen Faktor
Uy ist die Bewegung der Kugel vorgegeben. Der Faktor

wa _ Zma (5.5.25)

legt fest, wie die Stérke des Schallfeldes von dem Radius a abhingt. Der Ausdruck
e*@ spielt fiir den Betrag von A keine Rolle. Er geht lediglich in die Phase von A ein.
Ebenso ist fiir die Stirke des Schallfeldes nur der Betrag von w wichtig.

Ist der Kugelradius klein gegeniiber der Wellenlénge A, so ist der Faktor in (5.5.25)
ebenfalls klein und der Nenner in (5.5.24) ist ndherungsweise gleich 2. Daraus ergibt
sich eine Abhéngigkeit der Stéirke mit der dritten Potenz vom Kugelradius. Das be-
deutet, die Erzeugung von Schallfeldern mit einer kleinen Kugel ist relativ ineffizient.
Ist dagegen der Radius der Kugel grof3 gegeniiber der Wellenlédnge, so ist der Faktor in
(5.5.25) grof. In diesem Fall dominiert das Quadrat des Faktors den Nenner in (5.5.24).
Dann ist der Betrag von A linear mit dem Kugelradius a verkniipft. Fiir relativ grofe
Kugeln ergibt also eine Verdoppelung des Durchmessers bei gleicher Bewegung ein
doppelt so starkes Schallfeld. Ein dhnliche Abhéingigkeit ergab sich auch im Abschnitt
5.2 fiir die atmende Kugel.

In Abbildung 5.6 soll die Losung fiir die vibrierende Kugel veranschaulicht werden.
Zum Vergleich ist im oberen Teil das ¢-Feld einer atmenden Kugel nach (5.5.20) abge-
bildet. Im unteren Teil ist die Lésung nach (5.5.5) zu sehen. Dargestellt ist ¢ in einer
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Atmende Kugel

Vibrierende Kugel

Abbildung 5.6.: Gegeniiberstellung der ¢-Felder fiir die atmende Kugel (oben) und die
vibrierende Kugel (unten); dargestellt ist ¢ in der xy,z2-Ebene; die
vibrierende Kugel schwingt in x;-Richtung.

Kreisscheibe um die Kugel in der 1, zo-Ebene. Diese Ebene schneidet die Kugel in der
Mitte. Die Darstellung ist pseudo-dreidimensional. In der dritten Dimension ist ¢ zu
einem festen Moment aufgetragen. Die Lage der x1- und xo-Achsen ist mit dunklen Li-
nien markiert. Die Losung fiir die atmende Kugel ist kugelsymmetrisch. Entsprechend
ergibt sich in jeder Richtung der gleiche Verlauf. Bei der vibrierenden Kugel ist das
nicht der Fall. In der Richtung senkrecht zur x1-Achse — also senkrecht zur Bewegungs-
richtung — ist ¢ gleich Null, da cos @ dort verschwindet. Dies wird im unteren Teil von
Abbildung 5.6 deutlich. In z;-Richtung breiten sich Wellen aus und in xs-Richtung
ist keine Auslenkung zu beobachten. Auffillig ist auch, das die in entgegengesetzter
Richtung laufenden Wellen auch ein entgegengesetzte Phase besitzen.
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Druckverteilung und radiale Impedanz

Bisher wurde lediglich das Potential ¢ und die radiale Schnelle u}, betrachtet. Schliefi-
lich soll auch noch das Druckfeld untersucht werden. Dies ist wie die radiale Schelle
auch richtungsabhéngig. Das Druckfeld berechnet sich allgemein mit

/ I

aus dem Potential. Fiir die Losung (5.5.6) ergibt sich speziell

1 .
p'(r,0,t) = iwpoA cosb (—2 +i ﬂ) ew(t=r/e) (5.5.27)
T

rc

Sowohl fiir die radiale Schnelle als auch fiir den Druck lassen sich komplexe Amplituden
Uy beziehungsweise p einfithren. Damit kann das Schnellefeld mit

U (r,0,t) = Gin(r,0) " (5.5.28)
und das Druckfeld mit
p'(r,0,t) = p(r,0) e (5.5.29)

dargestellt werden. Die komplexen Amplituden héngen vom Abstand r und vom Win-
kel 6 ab. Durch Vergleich mit (5.5.21) und (5.5.27) konnen 4, und p einfach ermittelt
werden. Es ergibt sich

. 2 2w w? ikr
UR('I"7 0) = A cosf ('r‘_3 +1 C’r_2 - %) e (5530)
und
5(r,0) = iwpo A cos0 [ = 47 it (5.5.31)
r,0) =iw —+i— e .D.
pr, Lo 7"2 re

Analog zur atmenden Kugel kann dann eine radiale Impedanz als Quotient der kom-
plexen Amplituden berechnet werden. Man erhélt

LW w2
p e e

I i
r3 cr?2  c2r

Iy =

Zu bemerken ist, daf} die radiale Impedanz Zy nicht vom Winkel § abhéngt. Die cos 6-
Abhangigkeit von ty und p féllt bei der Division heraus. Es ist lediglich

Za = Zu(r) (5.5.33)

Natiirlich héngt Z; auch noch von pg, ¢ und w ab, aber diese Parameter werden bei
der weiteren Diskussion als konstant angenommen.
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

Die radiale Impedanz ist komplex wie im Fall der atmenden Kugel. Durch Erweitern
mit 7c? /w? auf der rechten Seite von (5.5.32) ergibt sich

/c
7 (—) —1
wr
2(S) 42 ()1
wr wr
In dieser Form wird die Abhéngigkeit der radialen Impedanz vom Abstand r etwas

deutlicher. Entscheidend ist der Faktor

c A
- = 5.5.35
wr 2mr ( )

Zy = poc (5.5.34)

Im Grenzfall fiir grofle Absténde r geht der Faktor gegen Null. Fiir den Limes der
radiale Impedanz ergibt sich dann

lim Zy = poc (5.5.36)
Fiir grole Abstéinde im Sinne von
T3> A (5.5.37)
gilt also ndherungsweise
Zn & poc (5.5.38)

Dies entspricht auch dem Fall der atmenden Kugel. Im Fernfeld r» > X ist die radiale
Impedanz ndherungsweise reell. Damit sind radiale Schnelle und Schalldruck in Phase.
Das Verhiltnis zwischen beiden entspricht dem in einer ebenen Welle. Dagegen wird
fiir kleinere Abstéinde r, die nicht (5.5.37) erfiillen, die radiale Impedanz komplex. Das
heifit, es gibt eine nicht vernachléssigbare Phasenverschiebung zwischen Druck und
radialer Schnelle.

Kraft auf die Kugel

Die Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle bewirkt eine Blindleistung im
Nahfeld, wie im Fall der atmenden Kugel. In Abschnitt 5.4 wurde die Intensitét in dem
Schallfeld der atmenden Kugel untersucht. Die abgestrahlte Leistung ergibt sich dann
durch Integration iiber eine geschlossene Fliche um die Kugel. Im Fall der vibrieren-
den Kugel kann die abgestrahlte Leistung aus der zur Bewegung notwendigen Kraft
abgeleitet werden. Diese Kraft kompensiert die durch die unsymmetrische Druckver-
teilung auf der Kugeloberfliche entstehende Kraft. Sie stellt damit die Gegenkraft zur
Druckkraft dar. Zunéchst soll diese Kraft berechnet werden.
Der Druck auf der Oberfliche 148t sich formal mit

p'(a,0,t) = p(a, ) " (5.5.39)

darstellen. Fiir die Bewegung ist nur die Kraftkomponente in zi-Richtung wichtig.
Diese ergibt sich durch Integration des Drucks iiber die Oberfliche S der Kugel. Dabei
braucht nur der Schalldruck beriicksichtigt werden. Das Integral des Gleichanteils pg
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iiber die Oberflache ist gleich Null. Die Druckkraft auf einem infinitesimalen Fléchen-
element dS bewirkt eine Kraft in radialer Richtung. Die x1-Komponente dieser Kraft
ist durch Multiplikation mit cosf gegeben. Es ergibt sich fiir die zur Bewegung not-
wendige Kraft
Fu(t) = / cos 0 p/(a,0,1) dS (5.5.40)
s

Im folgenden werden die beiden Punkte, an denen die x1-Achse die Kugeloberfldche
durchstoft, als Pole bezeichnet. Eine positive Druckstérung an dem Pol auf der po-
sitiven Halbachse bei § = 0 bewirkt eine Kraft entgegen der x;-Richtung — also eine
negative Kraft auf die Kugel. Diese mufl durch eine positive Gegenkraft ausgeglichen
werden. Druckstérungen an dem Aquator der Kugel bei § = 7/2 ergeben keinen Anteil
in z1-Richtung.

Mit Hilfe der radialen Impedanz 148t sich der Druck auf der Oberfliche in der Form

p'(a,0,t) = igx(a,0) Zz(a) ! (5.5.41)

schreiben. Aus der Randbedingung (5.5.4) folgt fiir die komplexe Amplitude 4y bei
r = a die Beziehung
Ug(a,d) = Gk cosd (5.5.42)

Damit ergibt sich fiir den Druck
p'(a,0,t) = iy cosf Zy(a) ™! (5.5.43)

Die Winkelabhéngigkeit des Drucks p’(a, 0, t) steckt in dem cos -Term. Wird (5.5.43)
auf der rechten Seite von (5.5.40) eingesetzt, konnen alle Terme, die nicht von 6
abhéingen und damit iiberall auf der Oberfliche S konstant sind, aus dem Integral
herausgezogen werden. Es ergibt sich

Fu(t) = i Zo(a) €t / cos?0dS (5.5.44)
s
Das verbleibende Integral 148t sich nach Parametrisierung der Oberfliche mit den

Kugelkoordinaten 6 und [ einfach berechnen. Man erhalt

4
/ cos?dS = §7ra2 (5.5.45)
S

ZweckméBigerweise wird auch die Kraft F; in komplexer Schreibweise mit

Fi(t) = Fy et (5.5.46)
dargestellt. Die komplexe Amplitude Fy ist durch die Vorfaktoren in (5.5.44) gegeben.
Es gilt

.4
F = gmﬁ lix Zn(a) (5.5.47)
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Leistung der vibrierenden Kugel

Die an der Kugel vollbrachte Leistung berechnet sich nach

Energie  Kraft x Weg
Zeit  Zeit

aus dem Produkt von Kraft und Geschwindigkeit. Fiir die Geschwindigkeit der Kugel

gilt

Leistung = (5.5.48)

ul () = G ™ (5.5.49)
Bei der Berechnung der Leistung ist wieder die korrekte Realteilbildung zu beachten.

Vereinbarungsgemasf ist implizit in dem Gleichheitszeichen in (5.5.46) und (5.5.49) die
Realteilbildung enthalten. Daher mufl die Leistung, die mit P bezeichnet wird, nach

P(t) = Re{ F} ™'} - Re{tiy "} (5.5.50)

berechnet werden. Im Fall der atmenden Kugel wurde die radiale Intensitdt mit Hilfe
der Gleichung (5.4.14) berechnet. Auch dort wurde ein Produkt von zwei Realteilen
gebildet. Anschliefend wurde durch Integration iiber die Kugeloberfliche aus der In-
tensitdt die Leistung bestimmt. Hier wurde dagegen die Integration bereits vor der
Produktbildung durchgefiihrt.

Wie im Fall der atmenden Kugel kann die Leistung in einen Blindanteil, der im
zeitlichen Mittel verschwindet, und einen Wirkanteil zerlegt werden. Das Verhiltnis
von Blind- und Wirkleistung ist durch die Phasenverschiebung zwischen der Kraft
und der Geschwindigkeit gegeben. Sind die Gréfien in Phase, dann besitzen beide
Realteile in (5.5.50) immer das gleiche Vorzeichen. Damit ist P(t) fiir alle Zeiten posi-
tiv, und der Blindanteil ist gleich Null. Bei einer Phasenverschiebung um 90° wechselt
das Vorzeichen von P(t) gerade so, dafl die Leistung im zeitlichen Mittel verschwindet.
Dann liegt nur noch Blindleistung vor. Im allgemeinen liegt die Phasenverschiebung ir-
gendwo zwischen diesen beiden extremen Konstellationen. Die Amplituden 4k und 12
konnen, wie es in Abbildung 5.7 dargestellt ist, als Vektoren in der komplexen Ebene
angesehen werden. Die Kraftamplitude F 188t sich in zwei Komponenten parallel und
senkrecht zu iy zerlegen. Der Anteil in Richtung von 4y bestimmt die Wirkleistung
und die senkrechte Komponente die Blindleistung. Die GroBen @, und Fy héingen nach
(5.5.47) voneinander ab. Die Phasenverschiebung zwischen den komplexen Amplituden
wird durch die radiale Impedanz Zy(a) bestimmt. Ist 4y, gegeben, wird die Kompo-
nente von F parallel zu 4y durch den Realteil Re{Zy(a)} festgelegt. Die Senkrechte
Komponente héngt entsprechend nur von Jm{Zx(a)} ab.

Bisher wurde nicht beriicksichtigt, dafl auch eine Kraft notwendig ist, um die Mas-
se My der Kugel bei der Bewegung zu beschleunigen. Die mechanische Kraft ergibt
zusammen mit F7, die im folgenden als akustische Kraft bezeichnet wird, die Gesamt-
kraft. Fiir die mechanische Kraft (Masse x Beschleunigung) gilt

du!
Fanech = M =& (5.5.51)

Fiir den harmonischen Fall ergibt sich in komplexer Formulierung

Frnech(t) = Fmech et = iwMy fiy (5.5.52)
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Abbildung 5.7.: Komplexe Amplituden der Kraft und Geschwindigkeit

Die mechanische Kraft F ..y, () ist damit relativ zur Geschwindigkeit u (¢) um 90°
phasenverschoben. Im zeitlichen Mittel wird keine mechanische Leistung beim hin- und
herbewegen der Kugelmasse verbraucht. Die Energie pendelt sozusagen zwischen dem
Antrieb und der Kugel hin- und her. Bei Beschleunigen wird Arbeit an der Kugel gelei-
stet, die dann beim Abbremsen zuriickgewonnen wird. Wenn der Antrieb reibungsfrei
ist, ergibt sich durch die mechanische Kraft nur eine Blindleistung.

Um die Phasenverschiebung zwischen Fi () und u] (¢) zu bestimmen, wird die radia-
le Impedanz genauer betrachtet. Der Ausdruck fiir Zy in (5.5.32) wird so umgeformt,
da8 der Nenner reell wird. Dies ist durch Erweitern mit dem konjugiert komplexen
Wert des Nenners moglich. Es ergibt sich

. (wrT 1 [wr\2 1 [wr\?
) () ]+ (D)
Zy = PC. . (5.5.53)
2 wr 2 wry\ 2
T+ 2)
c c

Real- und Imaginérteil von Zy lassen sich in dieser Form besser miteinander verglei-
chen. Der gesamte Ausdruck hangt von dem Term

wr 2mr
— =kr = — 5.5.54
T k== (5.5.54)

ab. Speziell an der Kugeloberfliche bei r = a ist demnach der Faktor

wa 2ma

c A
fiir Zx(a) entscheidend. Der Realteil héngt mit der vierten Potenz von diesem Faktor
ab. Der Imaginérteil besitzt dagegen einen Anteil, der nur linear mit dem Faktor
verkniipft ist.

Betrachtet man den Grenzfall einer relativ kleinen Kugel im Sinne von

(5.5.55)

a< A (5.5.56)
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

dann gilt
! (5.5.57)
c

In diesem Fall ist der Realteil von Zx(a) gegeniiber dem Imaginiirteil vernachléissigbar

gering. Der Nenner des zweiten Quotienten in (5.5.53) ist approximativ gleich Eins.
Entsprechend folgt die Ndherung

L0 (way L poa
Zn(a) =i 5 (C) w = (5.5.58)

Setzt man diese Beziehung in (5.5.47) ein, erhélt man fiir die akustische Kraft
o iwt .2 3 ~ twt
Fi=Fe %zwgwa po Uy € (5.5.59)

Bei einer relativ kleinen Kugel ergibt sich demnach iiberwiegend Blindleistung. Die
Wirkleistung ist demgegeniiber verschwindend gering. Berechnet man die Gesamtkraft

Fies(t) = Faneen(t) + Fi(t) = (Finean + Fi) € (5.5.60)
auf die Kugel, ergibt sich zusammen mit (5.5.52) die Niherung
Fyes(t) & iw (My + Mg) fixc " (5.5.61)
Dabei wurde die Abkiirzung

14 1
—7a® po = = Vi po (5.5.62)

My =33 2

eingefithrt. Anschaulich entspricht My der halben Masse des Mediums, welches durch
die Kugel mit dem Volumen Vi verdringt wird. Das bedeutet, im Grenzfall der relativ
kleinen Kugel wirkt die Druckkraft auf die Kugel so wie eine zusétzliche Masse. Man
bezeichnet daher My auch als die mitschwingende Mediummasse.

Im Grenzfall einer relativ groffen Kugel im Sinne von

a> A (5.5.63)
gilt
£« (5.5.64)
wa

Die radiale Impedanz fiir grofle Abstidnde r wurde bereits oben diskutiert. Geméf
(5.5.38) gilt
Zr(a) = poc (5.5.65)

Fiir eine relativ grofie Kugel entspricht die radiale Impedanz an der Kugeloberfliche
néherungsweise dem reellen Wellenwiderstand. Die Wirkleistung iiberwiegt der Blind-
leistung. Fiir die akustische Kraft folgt

P 4 )
Ft)=Fe“'~ 37 a? poc iy ™" (5.5.66)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Dies kann mit der Kraft auf einen harmonisch oszillierenden Kolben im Rohr verglichen
werden. Bewegt dieser sich mit der Geschwindigkeit u} (¢), so ist der Druck auf der
Kolbenoberfldche mit

Pi(t) = pocus(t) (5.5.67)

gegeben. Die Kraft Fi(t) auf den Kolben erhilt man durch Multiplikation mit der
Querschnittsfliiche @. Bei harmonischer Bewegung nach (5.5.52) folgt

Fi(t) = Qpi(t) = Q pocin e (5.5.68)
Dieses Ergebnis kann mit der Kraft F}(¢) nach (5.5.66) verglichen werden. Im Grenz-

fall der relativ grofien Kugel entspricht Fj(t) ndherungsweise der Kraft, die auf ein
bewegten Kolben im Rohr mit der Querschnittsfliche

4
Q=3 7 a’ (5.5.69)

wirkt. Entsprechend wird auch die akustische Leistung abgestrahlt, die ein Kolben im
Rohr mit der angegebenen Oberfliche bei der gleichen Auslenkung abgibt.
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